1 LIMITA FUNKCE

1. 1 Definice funkce

Pravidlo f, které kazdému x z mnoziny D pfifazuje pravé jedno y
z mnoziny H se nazyva funkce proménné x.

PiSeme
y=1(x)
Nékdy pouzivame i jina pismena
argument .. t,u, v, ...
(nezavisle prom énna)
— > funk éni pfedpis ... g, h o ..

funk éni hodnota ......... u,w,z, ...
(zavisle prom énnd)

PiSeme pak nap .

y=¢((X), z=h (@), ...

Mnozina D se nazyva defini¢ni obor funkce f (pfesnéjSi oznaceni
Dy, resp. D(f) ).

Mnozina H se nazyva obor hodnot funkce f (pfesnéjSi oznaceni H,
resp. H(f) ).

Poznamka.

1. U konkrétnich funkci uzivame pro funkéni pfedpis misto pismene f
rdzné smluvené znaky, napk. sin, cos, log, V, ...

PiSeme pak y=sinx,y=log (x+1), ...



2. Zapis funkce vzdy musi obsahovat argument a funkcéni predpis.
.y =sin“  to neni nic.
3. Zavorku kolem argumentu u jednoduchych funkci vynechavame.

Misto y = sin(x) piSeme pouze y = sin X.

AvSak pozor
y=logx+1=1+logx #log (x+1).

Je-li ,predpis”, ktery kazdému argumentu pfifazuje pravé jednu funkéni
hodnotu ve tvaru
.y = Vvzorec pro x“, fikame, Ze funkce je zadana explicitné.

Napf. y =logvi+x2.

Je-li tento predpis ve tvaru ,vzorec pro x a y = 0%, mluvime o implicit-
nim zadani.

Napf. x?+y?-r®=0 resp. x%+y?=r?

y—sinxy=0 resp. y=sinxy

Grafem funkce y = f (x) je mnozZina vSech bodud v roviné o soufadni-
cich [x, T (X) ].

Z definice funkce [Pravidlo, které kazdému x pfifazuje pravé jedno y
se nazyva funkce.] plyne, Zze rovnobézka s osou y protina graf funkce
nejvyse v jednom bodé.

Jestlize defini€nim oborem Ds jsou reélna Cisla jednoho nebo nékolika
intervald, je grafem funkce jeden nebo nékolik obloukd souvislé kFivky.
Tvofi-li defini€ni obor pouze jednotliva Cisla (napf. pfirozend), pak se graf
sklada pouze z jednotlivych bodu. Funkéni zavislost (pfedpis) pak byva
dana pouze tabulkou.



1. 1.1 Vlastnosti funkci

A. Funkce monoténni

Funkce f(x) je na mnoziné M:

a) rostouci, jestlize pro kazdé  x;<x, zM
je f(xy) <f(xp)

b) klesajici, jestlize pro kazdé x;<x, z M
je f(xqy) > f(x2)

c) neklesajici, jestlize pro kazdé x;<x, z M
je f(xi) =f(x2)

d) nerostouci, jestlize pro kazdé x;<x, z M
je f(x1) 2 f(x2)

B. Funkce prosta

Funkce f(x) se nazyva prosta na mnoziné M, jestlize pro kazdé x; # X,
zM je f(xq1) # f(x2)

Graf prosté funkce protina rovnobézka s osou x nejvySe v jednom
bodé.

Véta. Je-li funkce na mnoziné M rostouci nebo klesajici, pak je zde
prosta.

C. Funkce suda a licha

Funkce f(x) se nazyva suda, jestlize pro kazdé x [ Ds plati

f(-x) = f(x).

Funkce f(x) se nazyva licha, jestlize pro kazdé x [ D; plati
f(-x) = - f(x).



Graf sudé funkce je soumérny podle osy vy, graf liché funkce podle
pocatku [0,0].

D. Funkce ohrani¢ena

Funkce f(x) je na mnoziné M ohrani €ena zdola, jestlize existuje €islo
d takové, Ze pro kazdé
xOM je f(x)=d

Funkce f(x) je na mnoziné M ohrani €ena shora , jestlize existuje €islo
h takové, Ze pro kazdé
x OM je f(x)<h

E. Funkce periodicka

Necht definiéni obor funkce f(x) obsahuje s kazdym bodem x také bod
X + kp, kde kOZ, p>0. Funkce f(x) se nazyva periodickd, jestlize plati
f(x + kp) = f(x).

1.1.2 Elementarni funkce

Elementarni funkce jsou:

S|k

Mocninna funkce y=x", y=x =%Ux, neN

Exponencidlni funkce y=a*

Logaritmicka funkce y = l0gaX

Goniometricka funkce y=sinXx,y=cos X,y =tg X,y = cotg X
Cyklometrické funkce

y = arcsin x, y = arccos X, y = arctg x, y = arccotg X.



1. 1. 3 Funkce inverzni a slozena

A. Funkce inverzni

Definice. Necht f je prosta funkce. Funkci f ™, kter4 kazdému y € H; pfi-
fazuje prave to x € Dy, pro které plati y=f(x), nazyvame funkce inverzni
k funkci f.

Tedy x = f(y).

ProtoZze vSak nezavisle proménnou kreslime na vodorovnou osu a
znaCime x a zavisle proménnou na svislou osu a zna¢ime y, zaménime
formalné x zay.

Dostaneme y = f (x), coZ je explicitni tvar funkce inverzni k funkci
y = f(x).

Grafy vzajemné inverznich funkci f a f * jsou shodné kfivky a jsou sou-
mérné podle osy 1. kvadrantu, tj. podle pfimky y = x.

U z&kladnich elementéarnich funkci, je zpravidla inverzni funkci jina
elementarni funkce.

Napr. y = f(x) y =f*(x)
y =+/x o y=x2,x>0
y=¢e" T y =1Inx
y = logax - y=a"

]ET> — y=arsinx

y =sin X, xD<—’§T,

B. Funkce slozena

Funkce muzeme skladat. Dosazenim libovolné elementarni funkce

za argument jiné vznika funkce slozena.



Funkce y = sin’x = (sin x)?

je slozenim funkci y=x> a y=sinx
() sin
f ®
Tedy y = f(e(x))
Funkce

y = log cos?2x = log([cos(2x)]?) = log(cos?(2x)) = log(cos® 2x)

je sloZzenim funkci y=logx, y=x% y=cosx, Vy=2x

f g @ W
Takze y = f(9(e(w(x))))
1. 2 Limita funkce
sin x C e . Y .
Funkce y =—— neni definovana v bodé nula. Budeme-li do-
X

sazovat za x hodnoty blizké 0, zjistime, ze funkéni hodnoty ,se velmi ma-
lo liSi* od 1.

Fakt, ze pro x lezici v okoli bodu x, se f(x) ,velmi malo liSi* od Cisla L
vyjadfime slovy funkce y = f(x) ma v bodé X, limitu L

a zapiSeme symbolicky lim f(x) =L.

X = Xo

y v . sinx
V nasem pfipadé I|n(1)— =1
X - X



Okolim bodu xo rozumime interval (Xg - 8, Xg + d)

bodu X,. Oznagime ho O(Xo).

X0 O(X) znamena, ze X0-0 < X < Xp+90
neboli
X = X,|<8

tj. vzdalenost bodu x, Xo je mensi nez d.

Interval (Xo, Xo + &) se nazyva praveé okoli bodu Xq ....

......... tzv. & - okoli

Interval (X - 0, Xg) Se nazyva levé okoli bodu Xxg ...... O™ (Xo).

Vylougime-liz O(x)) bod Xo, je 0<|X=X,| <8&.

Vzdalenost bodu x, X, je menSi nez 9, ale neni 0, tj. x2X,. Hovofime o

ryzim okoli bodu Xo.

Definice. Funkce y = f(x) ma v bodé X, limitu L, kdyz

ke

kazdému >0 existuje takové 6>0, Ze pro vSechna x

z ryziho okoli bodu xo plati  [f(x)-L| < ¢
Piseme limf(x)=L.

X = Xg

Tedy ke kazdému O(L) existuje ryzi O(x,) tak, Ze pro kazdé x z tohoto

ryziho okoli je f(x)/7O(L).

Pouzijeme-li v definici pouze praveé okoli resp. levé okoli, dostaneme:

definici limity zprava

lim f(x)=L

X =X,



resp.
definici limity zleva

lim f(x) =L

X - X

Véta. Funkce ma v bodé Xxg limitu L, pravé kdyz

lim f(x) = lim f(x) =L

X - X, X - X,

Véta. Funkce ma v daném bodé nejvySe jednu limitu.

Aby existovala limita funkce f(x) v bodé xo, nemusi byt funkce v tomto
bodé definovana. Musi vSak byt definovana v néjakém ryzim okoli tohoto
bodu (pfipadné v pravém nebo v levém ryzim okoli). Takze napf. vyrazy

Iirr}\/l—Zx nebo lim In X

X -0~

nemaji smysl.

1. 3 RozSifend mnozina realnych ¢isel

Roz&ifena mnozZina reélnych &isel R je mnoZina realnych &isel R rozsi-
Fend o prvky oo ........... R = R [ {-00,+00}.
Pfitom pro lib. a //R plati:

a+ oo = oo, a-oo=-00 00+00 = 00, -00-00 = -00,

o[ = -0o[(}00) = 0o, oo[(}0) = - 0o, %:—:0,

-0 <@ <oo, [Hoo[l= oo,



Pro a>0 plati: ald = oo, al(Foo) = -o0,
Pro a<0 plati: ald = -c0,  alffoo) = +o0,

Prvky -oo,+c0 nazyvame nevlastni body mnoziny R, ostatni prvky se
nazyvaji vlastni.

Poznamka. Nejsou definovany operace

|0 =0 , [£eolO], déleninulou,

+ o0
+ oo

1. 4 Vypo ¢et limity

Vypocet limity lim f(x) provadime dosazenim x = Xq do f(x).

U elementarnich funkci je v bodech, které patfi do defini¢niho obo-
ru, limita a funk&ni hodnota stejna. Zajimavy je tedy pouze vypocet li-
mity v bodech, které do defini¢éniho oboru nepatfi.

Pravidla pro pocitani s limitami...... skripta str. 35.

Limita polynomu a racionalni funkce v nevlastnich bodech:

lim (a,x" +a,x" " +....+a,_x+a )= lim ax"

X - oo X — *oo

n n-1
im 2oX"Tax A X+a, 8 o
+00 m m-1 - too
X-x boX +le +--|- + bm_lx +bm X - bo




1. 5 Nevlastni limita

Definice. V pfipadé&, Ze v okoli bodu x, roste f(x) nade
vSechny meze (tj., kdyz ke kazdému M >0 existuje
ryzi okoli bodu x,, tak, Zze pro kazdé x z tohoto okoli
je f(x) >M), fikame, Ze funkce f(x) ma v bodé xq

nevlastni limitu +oo.

PiSeme lim f(X) =+

X = Xo

Podobné definujeme lim f(x) = —co a nevlastni limity zprava a

X = Xg

Zleva.

Vypocet nevlastni limity.

PFi vypoctu nevlastni limity dostaneme po dosazeni x = X, do ﬂ
g(x

vyraz typu

0
|

Je-li v okoli bodu x, podil Tx)
g(x)

Je-li v okoli bodu x, podil )
g(x)

>0, je im )
< g(x)

<0, je tim 1)
X=X g X)

o|x

o|x

f(x)

= 400

= —00

PFitom je tfeba zkoumat zvlast levé a zvlast pravé okoli bodu xo.



